2. cviceni - reSeni

_ 1
Piiklad 1 (a) >} _o¢" = =g~ Progq #1
Nejdfive ovérime, ze pozadovany vzorec plati pro n = 0. Pak ovéfime, Ze pokud pozadovany vzorec

plati prro n, pak plati i pro n + 1. Tim bude dokizano, Ze vzorec plati pro nulu a vSechna piirozena cisla
(neb bude platit pro 0 a pro o jedna vétsi ¢islo, coz je 1, a o jedna vétsi ¢islo, coz je 2, atd.).

.nzo 0+1

0 1- 1-
Pak > _g=1= 1q—q - 17—3
oen—>n-+1

Na3 indukéni predpoklad je: Y p_,¢* = Eq_q ! pro ¢ # 1 - budeme jej znacit IP.
Zacfnéme levou stranou vzorce, ktery chceme dokazat.

n+1 n+1 n+1 nl

1P 1—g i1 L=q"" +q"(1—q)
S =Ygt B L g -
k=0

l—q 1—yq
1— qn-i-l + qn+1 _ qn+2 1— q(n+1)+1

1—¢q - 1-g

.. n n(n+1
Piiklad 1 (b) >7_ k= (2 )

en=1
Zk 1 k=1= (Hl)
en—>n—+1

. n n(n+1
IP je: S0, k = nntl),

Sék_ﬁik+n+¢ﬂpwn+n+n+1_ nn+)+20n+1) _(n+1)n+2)

2 2 2
k=1 k=1

Piiklad 1 (c)

Vzorové feseni zde: https://maths.cz/clanky/123-odvozeni-vztahu-pro-vypocet-kvadraticke-rovnice

Piiklad 1 (d) Pro n € N plati: %4—%—%3%14—1----4-%:%“

en=1

Levéa strana je rovna % = %, coz je rovno pravé strané dokazovaného vzorce.

en—>n+1

P: 1 1
I 2+23+37+‘ '+n(n+1) nn+1
Checi dokaza 132 +ﬁ+374++n(n 0 CESyCE) Z 1
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3.

4

1 1 P N 1

n

Tt ) T Dmr2) ndl T mEDm+2)
_ on(n+2)+1
CERICES)
o+ 2n+1
 (n+1)(n+2)
 (n41)?
C(n+1D(n+2)

n+1

n —+ 2

Priklad 1 (e) Pro kazdé n € N je 5" — 1 délitelné ¢tyfmi.

en=1

Pak 5! — 1 = 4, coz je zfejmé delitelné Etyfmi.

en—n+1

IP: 5™ — 1 je délitelné ¢tyimi - tj. existuje k € N t.z. 5" — 1 = 4k.
5”*1—1:5-5"—1—4+4:5-5"—5—|—4:5(5”—1)—{—4554]{:4—4:4(5/{4—1)
Z posledni rovnosti plyne, ze 5”1 — 1 je délitelné ¢ty¥mi, neb 5k + 1 € N.

Priklad 2 (a)

Pouzijeme tabulkovou metodu. Tj. prvni sloupce tabulky budou atomérni vyroky (pismena, ktera
se vyskytuji ve zkoumaném vyroku). Radky téchto sloupci vyplnime tak, aby v tabulce byly obsaZzeny
v8echny kombinace nul a jednic¢ek pro atomarni vyroky (tj. pro dva atomarni vyroky budou 4 fadky, pro

tfi atomérni vyroky 8 fadku atd.).

Dalsi sloupce budou vyroky, ze kterych je postupné slozen vysledny vyrok. Poslednim sloupcem bude

vysledny vyrok. Radky budeme vypliovat podle tabulky uvedené v teorii.
Vyrok je tautologii, pokud v jeho sloupci jsou vyhradné jednicky.

Al -A|-(-4) | A = —(-4)
1 0 1 1
ol 1] 0 | i

Piiklad 2 (c)

A=A AV (-4)

1 0 1
1

A|B|A= B|-B|-A|-B= -A| (A = B) < (-B = —4)
1]1 1 010 1 1
110 0 1|0 0 1
01 1 0| 1 1 1
0]0 1 1|1 1 1
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Piiklad 2 (d)

A|B|A= B|C:=(+(A= B))|B|D:=(AA-B) |C < D
1]1 1 0 0 0 1
1{0 0 1 1 1 1
01 1 0 0 0 1
00 1 0 1 0 1
Piiklad 2 (e)

A|B|C:=(A= B)|-A|D:=(-AVB) |C < D

1]1 1 0 1 1

1|0 0 0 0 1

01 1 1 1 1

00 1 1 1 1

Piiklad 2 (f)

NN
sy
Q

D:=(A = B)| E:=(B = () G=(A= QC)|F

|

I
HHOHOOO)—‘G
>
=

o oo~ o QA

—=o == OO

o= O = O

HH.—!»—Ai—I»—A.—\»—tﬁ

OO O O
OO = OO = =
== O R = =O

Piiklad 3 (a) V2 e NIyeNVzeNrz>0 = 2>y

Pravdivost:

Vyrok fik4: pro kazdé pfirozené x existuje pfirozené y t.z. pro kazdé prirozené z plati z >z — 2z > y.

Zvolme tedy libovolné prirozené x. Pak muzeme za y volit napt. y = x. Pak plati-li z > = = y, pak
platii z > y a vyrok je zfejmé pravdivy.

Negace:

Pouzijeme névod z teorie. Tedy misto V napiSeme 3 a naopak. A znegujeme vyrok za kvantifikatory.
V tomto piipadé potFebujeme znegovat vyrok z > x = z > y. Oznacime-li vyrok z > x jako A a vyrok
z >y jako B, pak negace vyroku A = B je A A B (dle piikladu 2 (d)).

Pricemz - B je z <y .

Znegovany vyrok je pak: Ir e NVye Nz eN:z>z Az <y.

Priklad 3 (b) Vz,y e R:z-y >0 = x+y >0

Pravdivost:
Vyrok neplati - napf. proz = -3,y = =5 plati, Ze -y = (-=3) - (=5) =15>0,alex +y=—-3 -5 =

—8#0.

Negace:
Obdobné jako vyse.
Znegovany vyrok je pak: dx,y e R:zy > 0Azxz +y < 0.
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Piiklad 3 (c) Ve e RIyeR:z-y =1

Pravdivost:
Nepravdivy - napf. pro x = 0 neexistuje y t.z. 0-y = 1.

Negace:
Staci pouze zaménit kvantifikitory a negace = je #.
Znegovany vyrok je pak: dJr e RVy e R: z -y # 1.

Priklad 3 (d) Vz e R\ {0} Iy e R: z-y =1

Pravdivost:

1

Pokud z # 0, pak se jim da rovnice vydélit, ¢imZ dostaneme y = -, coz je redlné cislo takové, Ze

x -y =1. Nasli sjme tedy y € R: x -y = 1. Vyrok je tedy pravdivy.

Negace:
Znegovany vyrok je pak: 3z € R\ {0} Vy e R: -y # 1.

Priklad 3 (e) Vi e RIye Q:y<zAhx<y+1

Pravdivost:

Zvolme x € R. Pokud dy € Q spliujici vyrok, pak pro néj musi platit: y <z a x — 1 < y. Tedy musi
y € (—oo,x]ay € (x—1,00)ay € Q. Tedy y € (x —1,2] N Q. Pokud z € Z, pak za y lze volit z. Pokud
x ¢ Z, pak musi existovat celé ¢islo v intervalu (x — 1, z] - jde o interval délky 1 a cela ¢isla jsou od sebe
vzdalena o 1 a je jich nekonecné mnoho. Pak za y opét zvolime to celé ¢islo.

Negace:
Negujeme konjunkci: =(A A B) <= (—AV =B) (lze ové&fit podoboné jako v piikladu 2).
Znegovany vyrok je pak: It e RVy e Q: y >z Ve >y+ 1.

Priklad 3 (f)Vae RIyeN:y<zAz<y+1

Pravdivost:
Vyrok je nepravdivy - nap¥. pokud x = —1 € R, pak neexistuje y € N t.z. y < —1.

Negace:
Opét jde o negaci konjunkee (stejné jako v predchozim piipadé).
Znegovany vyrok je pak: Ir e RVye N:y>axVvar>y+1.

Priklad 4 (a) Kazdy Zenaty muz miluje svou manzelku.
Jinymi slovy plati, Ze je-li muz manZzelem Zeny, pak ji miluje. Coze se da zapsat takto: Ym € M Vz €
Z:S8(m,z) = Li(m,z).
(doslovné: pro libovolného muze m a libovolnou Zenu z plati, Ze jsou li manzely, pak muz m miluje
zenu z
)

Priklad 4 (b) Kazdou Zenu miluje néjaky muz.
Jinymi slovy: pro kazdou Zenu existuje muz takovy, Ze ji miluje.
Vze Z 3Ime M: Li(m,z)

Priklad 4 (c) Kazdy muz ma nejvySe jednu manzelku.
VYm € M Vz1,29 € Z: (S(m, Zl) VAN S(m, ZQ)) — 21 = 29
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Doslovné: pro kazdého muze m plati, Ze pokud pro Zeny z1 a zo plati, Ze jsou obé manzelkou muze m,
pak musi jit o tu samou Zenu (tj. z1 = 22).

Poznédmka: napiSeme-li Vz1, 29 € Z, tak samo o sobé neznamené, ze musi nutné jit o dvé rtzné zeny
(jde totiz o zkraceny zapis vyrazu Vz; € Z Vzo € Z).

Piiklad 4 (d) Existuje vdana Zena.

Jinymi slovy: existuje Zena, kterda mé manzela. Tedy existuje Zena takové, Ze existuje muz, ktery je
jejim manzelem.

Jze€Z Ime M: S(m,z)

Priklad 4 (e) Existuje manzelka, ktera miluje jiného muZe, nez svého manzela.

dz € Z Imy,mg € M : my # mg A S(mq, z) A La(ma, z)

Poznédmka: pokud by ve vyroku nebylo mi # ms nebyla by vyloucena situace, kdy ma Zena manzela
a miluje néjakého muze a jde o toho samého muze.

Priklad 4 (f) 3me M Vz € Z : =S(m, z)
Doslovné: existuje muz t.z. pro kazdou zenu plati, Ze neni jeho manzelkou. Tedy Existuje muz, ktery
nemé manzelku. Tj. existuje svobodny muz.

Priklad 4 (g) 3z€ ZVm e M : Li(m,z) = —La(m, z)
Doslovné: existuje Zena takové, ze pro kazdého muze plati, Ze pokud ji miluje, pak ona nemiluje jeho.
Jinymi slovy: Existuje Zena, kterd nem4 rada nikoho, kdo mé rad ji.

Priklad 4 (h) 3z€ ZVm e M : Ly(m,z) = —Li(m,z2)
Doslovné: existuje Zena t.z. pro kazdého muze plati, Zze pokud ho ona miluje, pak on nemé rad ji.
Tedy existuje Zena, kterou nema rad zadny muz, kterého ma rada ona.

Piiklad 5 (a) 0 C A
Plyne z definice inkluze.

Priklad 5 (b) AUB =AU (B\ A)
Dokézani rovnosti dvou mnozin znamené dokazat, ze = je prvkem jedné pravé tehdy, kdyz je prvkem
druhé.

r€AUB < rxc€AVzeB

r€B < xe€eBNAVzeB\A

Tedy x € AUB < z€ AVzeBNAvaze B\ A
Navicx € A <= z€ AVx e BNA

Z poslednich dvou fadki plyne, ze € AUB <= € AVez € B\A <= z € AU(B\ A) (posledni
ekvivalence plyne z definice sjednoceni mnozin).
Dokazali jsme tedy, ze t € AUB <= z€ A.U(B\A)

Piiklad 5 (¢) A= (A\ B)U(ANB)
Odobné: r € A <= z€ ANBVxeA\B.

Priklad 5 (d) (ANB=A4) < ACB

ANB = A znamena, ze xt € A <— x € ANB.

A C B znamena, ze x € A — z € B.

Staci tedy dokazat, ze C = D, kdeC=(rx€ A <= € ANB),D=(r€ A = x € B).
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o C = D
C = (€A = x€B),nebotr € ANB = x € B.

o C < D
oxr €A = € ANB

Pokud = € A, pak dle D plati, ze x € B. Tedy x € AN B. Z toho dostavame, 7e t € A =
reANB

crxreANB = =z €a
Pokud x € AN B, pak zfejmé = € A. (tato implikace plati nezavisle na D)
Tim dostavame, ze C <= D.

Priklad 5 (e) XU(AUB)=(XUA)UB

r€XU(AUB) < z€XVez€AUB < ze€ XV (r€ AVz e B)

FON (reXVreAVaereB < zx€XUAVzeB

<— € (XUA)UB

Pricemz u (1) jsme vyuzili fakt: (EV F)VG <= EV (FV G) (coz lze ovéfit tabulkovou metodou).

Priklad 5 (f) X \ (AUB) = (X \ A)n (X \ B)

r€X\(AUB) <= z€ X N2 ¢ (AUB) <= z€e XNz ¢ ANz ¢B

FEIN (xeXNexgANxeXNx¢B) < zecX\ANze X \B

— ze(X\A)N((X\B)
Pricemz u (2) jsme vyuzili fakt: EAFAG <= (EAF)AN(EAG) (coz lze ovérit tabulkovou metodou).

Priklad 6 (a)A = {5,6}
infA=5=min A,supA =6 =max A

Piiklad 6 (b)B = [-2,5)
inf B = —2 = min B, sup B = 5, max A neexistuje.
DokaZzme poradné, ze inf B = —2 - ovéiime definici.

(i) Vo € B: x > —2 - ziejmé plati (z definice intervalu)

(i) V¢/ eRIzr e B:x < g

Zvolme ¢ € R,g’ > —2 libovolngé. Pak existuje x € B t.z. x < ¢, neb BN (—o0,¢) =
(_vain{5vg/}> 7é @

Cislo —2 tedy spliuje definici infima. Jde proto o infimum.

Podobné se dokaze, ze 5 = sup B.

Av8ak 5 nen{ maximem mnoziny B, neb nejde o prvek dané mnoziny.

Naopak ¢islo —2 je minimum mnoziny B, neb jde o infimum, které je v ni obsaZeno.

Pi¥iklad 6 (c) C = {g € Q: ¢*> <2}
Nerovnost ¢ < 2 splituji pravé ¢isla, pro ktera plati: —v/2 < ¢ < V2. Tedy D = QN [-v/2,V2].
Proto nasim kandidatem na inf C je ¢islo —v/2. Ovéime tedy definici infima.
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(i) Vz € C: 2 > —/2 - ziejmé

(i) V¢ eRIzeC:z< (¢

Zvolme ¢’ € R,q' > —+/2. Zajima nas jestli C' N (—/2,¢’) obsahuje n&jaky prvek. Pokud ¢’ > v/2,
pak C N (—v/2,¢9') = C, coz je neprazdna mnozina (obsahuje napt. 0). Pokud ¢’ < v/2, pak
CN(—V2,¢9)=Qn(—=v2,4'), coz je téz neprazdna mnozina dle véty 1.6.

Tedy skuteéné —y/2 = inf D. Podobné lze odvodit sup C' = v/2. Mnozina C' ale nemé maximum, ani
minimum, neb —v/2,v/2 ¢ C (nejde o racionalni &isla).

Piiklad 6 (d) D ={z € R: z <0}
sup D = 0,inf D, max D a min D neexistuji.

Piiklad 6 (e) E = {z € R: 2 <0}

sup £ = max E = 0, inf F, min F neexistuji.

Priklad 6 (f) ' = {x € R: zsinz < 1}
Funkce sin x periodicky mén{ znaménko. Cislo 0 je jisté prvkem mnoziny F'.

e x>0

Pak existuje 2’ > z t.z. a'sinz’ < 1 (staci vzit celo¢iselny nasobek w). Pak 2/ € F. Proto F
nemé ani supremu, ani maximum. (neb nad kazdym kladnym &islem existuje ¢islo, které je prvkem
mnoziny F')

e r <0

Pak existuje 2/ < x t.z. 2'sinz’ < 1 (opét celoo¢iselny nasobek 7). Proto mnoZina F nem4 ani
infimum ¢ minimum.

Piiklad 7 (a) A:{p%q :peN,geN}

JelikozZ p, ¢ € N, bude zlomek pﬁq vzdy kladny. Proto inf A existuje a je nezaporné.

Pokud p = 1, pak ﬁ = 1—_}_(}. Cim vé&tsi je ¢, tim mensi je zlomek. MuZzeme Fict, Ze hodnota zlomku

jde do nuly. Kandidatem na infimum tedy je 0. Sta¢i ukizat, Ze Zlomek miiZe byt libovolné blizko nuly.
Tzn. stac¢i, aby pro kazdé € > 0 existovalo ¢ € N t.z. 17—}-(] < ¢. Takové q existuje - staci, aby ¢ > % -1
(coz lze dle Archimedovy vlastosti).

Dostavame tedy, ze inf A = 0.

Dale plati, ze p < p + q, tedy ﬁ < 1. Proto sup A < 1. Zkusme ukézat, Ze 1 je supremum. Staci
ukazat, ze p’fq miize byt libovolné blizko jednicce.

Zvolme ¢ € (0,1). Chceme nalézt p,q € N t.z. £~ > e. Zvolme ¢ = 1. Pak kyZena nerovnost dava

ptq
nasledujici. Z toho plyne, Ze sup A = 1.

p
p+1
Ept+e<p
ple—1)< —¢

€<

>
p e—1

JelikoZ 8lo o ekvivalentni tpravy, dostavame, Ze pro p > =5 plati kyZena nerovnost. Takové p jiste
existuje z Archimedovy vlastnosti.
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Maximum ani minimum neexistuji.

Priklad 7 (b) B = {sinz: z € (0,7)}
Opét z grafu.
inf B = 0, min B neexistuje, sup B =max B =1

Piiklad 7 (c) C = {n?> —m? : n,m € N}

en=1

Pak n? — m? =1 — m? - tento vyraz neni zdola omezeny pro m € N. Proto inf C, min C' neexistuji.

em=1

2

Pak n? — m? = n? — 1, ktery naopak neni omezeny shora. Proto max C,sup C neexistuji.

Piiklad 7 (d) D = {n?> —m? : n,m € N,n > m}

Pokud m = 1, pak n muZe byt libovolné velké. Tedy i n
shora omezené a nemé tedy ani supremum ¢i maximum.

Jelikoz n > m, tak n2 —m? > 0. Cfm mensi bude n, tim mensi bude celkova hodnota n? — m?2. Cim
bliz bude m ¢islu n, tim mensi bude hodnota zkoumaného vyrazu. Proto zfejmé minimum je v pfipadé,
7en=2m=1 Pakn?—m?=22—-12=3. Tedy inf D =min D = 3.

2 _— m? bude libovolné velké. Proto D neni

fiklad 7 (e) E={2""4+3":ne N}

Vyraz 27"+ 37" = (7) ( ) Je klesajici. Tedy maxima se nabyva pro nejmensi moznou hodnotu
n. Tedy max F =sup £/ = 5 L4 3 = 6

7 téze myslenky dostavame kandidata na infimum - a to nulu. Ziejmé je vyraz vzdy > 0. Staci tedy
ukézat, ze pro kazdé e > 0 existuje n € N t.z. 27" + 37" < e. Staci, aby 27" < 5 a 37" < §.

Ziejmé existuje n1 € N t.z. 27™ < § a pro kazdé n € N,n > n; plati tato nerovnost téz. Podoné
existuje nz € N t.z. 37" < 5 a pro kazdé n € N,n > na plati, Zze 37" < 5. Proto pro kazdé n € N,n >
no := max{ni,na} plati obé nerovnosti. Tedy i 27" + 37" < . Dostavame tedy, ze inf H = 0. Z¥ejmé

v8ak E nem4 minimum, neb se infima nenabyva.

w\H

Piiklad 8 (a) A = {z € R: 2* < 16}
' <16 = z € (—V16,V16) = (—2,2). Tedy A = (-2,2), tedy inf A = —2,sup A = 2, max 4 a

min A neexistuji.
Priklad 8 (b) B= {z € R: 22 + 22 < 1}
2422 -1<0

D=8
ze{-1-v2,-1+V2}

Tedy B =[-1— \/5,—1—1—\@], tedy inf B=minB = —1 — v/2,sup B =max B = —1 + /2.

Piiklad 8 (c) C' = {(-1)" + {45: n € N}

(1) = 1, n s.udé
—1, mn liché
Ziejmé plati: - € (0,3]. Tedy jisté (—1)" + %= € (—1,3].

Kandidat na infimum: —1, na supremum: %
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Zlomek 1_%” je s rostoucim n ¢éim dal mensi.
1
— 3 n=1
1 _ )4
(—1)” + T+n — 3 n =2
4
<3, n> 3

Tedy supC = maxC = %.
Z tegeni piikladu 2 (a) vime, Ze 14+n se blizi 0. Lze se jim tedy vhodné& pf¥ibliZit nule a to dokonce tak,
ze (—1)" = —1, neb:
1 1

Zvolme € € (0,3). Nalezneme n € N t.z. 0 < i < € (lze dle pt. 2 (a)). Jeli n liché, pak

-1<(-1)"+ 1_%” < —1+e¢. Je-li n sudé, pak n+ 1 liché a —1 < (—1)"*! + m <—-l+e.
Tedy inf C' = —1, min C' neexistuje.

Piiklad 8 (d) D = {1 - ;_, 5r: n € N}

Suma je ziejmé kladnd a nejmensi hodnoty nabyva pro n = 1. Je-li suma nejmensi, je pak celkovy
vyraz nejvetsi. Proto max D =sup D = %
Cim je naopka suma vétsi, tim mensi je celkovy vyraz. Dle vzorce z teorie plati, Zze

il_il_1_1—(§)"“_1_1—(%)”“—1+§_11—(;%,)"_
L3k L 1-1 1 - 3 2

13 1\" 1 1\"
=——(1-1|= =—(1-1|= .
32 3 2 3
Z¥ejmé tedy > p_4 3% jde do %, neb (%)n jde do nuly. Proto je inf F = % a min D neexistuje (suma
neni nikdy rovna pravé jedné poloving).

Wl

Priklad 8 (e) E = {cos((n+ 1)m): n € N}

Pro n = 1 plati, ze cos((n + %)7[‘) = cos2m = 1. Vys3i hodnoty kosinus nabyvat nemtize. Proto
supF =max E = 1.

Ziejmé vyraz n + % jde k celému ¢islu. Lze se timto vyrazem pribliZit k lichém velkému ¢islu. Kosinus
je v lichych nasobcich 7 roven —1. Proto inf E = —1,min F neexistuje. (lze ukazat fadné&ji z definice
infima, ponechéno ¢tenéfi k rozmysleni).
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